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Наука и техника, литература и искусство, религия и философия представляют собой различные формы взаимодействия Человека с окружающим Миром. Существование Человека в этом Мире неизменно сопровождается сбором, хранением и переработкой многообразной информации. Любая информация непременно излагается на некотором языке, понятном для определенного круга заинтересованных лиц. Поэтому построению любой формализованной теории должно предшествовать характеристика языка – единственно возможного средства общения между индивидуумами. И лишь овладев в должной степенью этим языком, можно смело отправляться в долгое и трудное путешествие по незнакомой стране, не боясь встретиться с ее таинственными обитателями. 
Описание любого языка, естественного или искусственного, начинается с алфавита – совокупности символов, т.е. букв, считающихся допустимыми в рассматриваемом языке. Буквы объединяются в соответствии с правилами синтаксиса в некоторые самостоятельные блоки, называемые словами. Наделяя слова и словосочетания каким-либо смыслом согласно правилам семантики, мы получаем высказывания, которые оказываются истинными либо ложными. 
Алфавит, синтаксис и семантика образуют три комнаты Этажа 1. Их еще нельзя в полной степени отнести к Математике. Здесь не будет ни строгих определений, ни четко обрисованных понятий, ни емких формул, ни глубоких теорем. При движении по первому этажу мы вынуждены полагаться не на безупречную логику, а на туманную интуицию. Главное здесь – не строго обозначить правила игры, а хоть немного попытаться понять, в какую же игру мы все-таки вступаем. Мы ограничимся лишь кратким описанием сути дела, питая призрачную надежду в дальнейшем как-то разобраться в этих далеко не очевидных проблемах. И лишь потом, поднявшись достаточно высоко и оглядевшись по сторонам, переходя с этажа на этаж, знакомясь с местными обитателями (множествами, числами, структурами, категориями и др.), вступая с ними в живой и непринужденный разговор, мы, возможно, в некоторой степени освоим язык Математики. А разве научиться какому-либо естественному языку можно как-то иначе?
Комната 1.1. АЛФАВИТ

Язык является непременным средством общения между различными индивидуумами. Любое высказывание на каком-либо языке вне зависимости от его происхождения формулируется с помощью элементарных символов, составляющих алфавит. 
Определение 1.1. Алфавит XE "алфавит"  – это совокупность символов, называемых буквами XE "буква"  и считающихся допустимыми в данном языке.
Замечание 1.1. Мы отдаем себе отчет в том, что это определение, мягко говоря, оставляет желать лучшего. Так, слово "совокупность" в действительности является синонимом понятия множества, являющегося основополагающим для всех последующих конструкций и рассматриваемого лишь на Этаже 2. Однако изложение теории множеств непременно осуществляется на некотором языке, который характеризуется некоторым алфавитом, а значит, множества оказываются вторичными по отношению к языку. Кроме того, слово "символ" здесь служит синонимом понятия буквы и ни в коей степени его не характеризует. Еще один явный недостаток приведенного определения связан с упоминанием в нем самого языка, который с логической точки зрения получается лишь после введения алфавита и указания действующих на нем правил синтаксиса и семантики. Нам остается смириться с этой прискорбной ситуацией и надеяться на то, что у нас уже есть, как будто, интуитивное представление об алфавите. 
Замечание 1.2. С позиций Этажа 2 мы могли бы сказать, что алфавит – это некое множество, а его буквы являются элементами, составляющими данное множество. В принципе, ничто не мешает любое множество считать алфавитом, хотя в действительности из этого едва ли можно извлечь особую пользу. В частности, интерпретация определяемого на Этаже 2 пустого множества и рассматриваемых на Этаже 3 бесконечных множеств (особенно, не счетных) в качестве алфавита какого-либо языка была бы явной натяжкой. Под алфавитом обычно понимают непустое конечное множество элементов. Однако используемые здесь термины пока остаются лишенными смысла. В этой связи мы вынуждены ограничиться тем, что у нас есть, а именно, Определением 1.1.

Для того чтобы хоть как-то прояснить эту ситуацию, рассмотрим пример, связанный с естественным языком и потому не предвещающий, казалось бы, никаких неожиданностей.

Пример 1.1. Латинский алфавит. Зададимся безобидным вопросом: как много букв имеется в латинском алфавите? Любой мало-мальски грамотный человек презрительно усмехнется и с чувством глубокого самоуважения уверенно скажет, что латинский алфавит включает в себя в точности 26 букв, а именно, a, b, c, ... , z. Такой ответ как будто не должен вызывать каких-либо возражений... Однако нас интересуют не буквы в узко филологическом смысле. Мы пытаемся выяснить, какие символы считаются допустимыми в тексте, опирающемся на латинский алфавит, а значит, подпадают под принятое нами определение буквы. Можно ли считать, что были перечислены уже все буквы алфавита? Разве в латинском (английском, французском и т.д.) языке не используются и другие символы? В частности, в любом содержательном тексте, безусловно, могут встретиться и прописные буквы A, B, C, ..., Z, имеющие свои особенности в конструкциях языка, а значит, входящие самостоятельно в состав алфавита. Кроме того, в отдельных фразах мы можем столкнуться также с цифрами 0, 1, ..., 9. Следуя нашему определению, мы вынуждены их считать буквами. Но и этим наш алфавит еще не исчерпывается. Все виды скобок, точка, запятая, тире, кавычки и т.д. также являются буквами алфавита. Они ведь тоже допустимы и даже необходимы. Вспомним еще и различные специальные символы, имеющие вполне определенный смысл, например, %, &, $ и др.  Не станем перечислять многочисленные математические символы, бесцеремонно влезающие время от времени в те или иные фразы. Отметим также, что в тексте иногда могут присутствовать буквы греческого, русского и других алфавитов. Наконец, пробел между словами в предложении, т.е. отсутствие какого-либо символа, также несет определенную нагрузку в тексте, а значит, должен быть интерпретирован, как буква алфавита. Так сколько же букв содержит латинский алфавит в смысле Определения 1.1? Едва ли можно дать четкий ответ на этот вполне безобидный вопрос. Да в том и нет особой необходимости. Для нас важно было подчеркнуть, что все без исключения символы, считающиеся допустимыми в тексте на рассматриваемом языке, должны быть признаны в качестве букв алфавита. (
Нас, конечно же, будет интересовать не латинский (греческий, русский) алфавит, а совокупность символов, принятых в Математике. Однако мы не станем здесь приводить их подробный перечень. Необходимые символы будут вводиться постепенно по ходу изложения материала. Как уже отмечалось, мы занимаемся не формальным построением Математики, а выяснением ее логической структуры. Поэтому сейчас для нас важно было лишь отметить, что изложение любой формализованной теории следует начинать с описания языка, который, в свою очередь, базируется на алфавите. Для достижения этой цели нет необходимости начинать странствие по миру Математики с предоставления несчастному путешественнику длинного и скучного перечня замысловатых крючков, истинный смысл которых, зачастую, прояснится лишь в середине, если не в конце путешествия, а то и вообще не прояснится…
Сами по себе буквы еще не составляют язык, подобно тому как кирпичи являются лишь строительным материалом, из которого могут сооружаться здания. Нам еще нужно указать некоторые формальные правила, позволяющие объединять буквы в слова, а также уметь интерпретировать получаемые при этом выражения. Таким образом, для предварительного знакомства с языком нам непременно предстоит еще приобрести элементарные сведения о синтаксисе и семантике.
Комната 1.2. СИНТАКСИС 

Буквы представляют собой элементарные кирпичики, составляющие язык. Объединяя буквы в некоторые блоки, мы получаем текст, которому можно придать определенный смысл. Таким образом, для передачи информации важны не сами буквы, а их
сочетания. В результате приходим к следующему понятию.

Определение 1.2. Словом XE "слово"  назовем последовательность букв, составленную по заранее оговоренным правилам синтаксиса XE "синтаксис" .

Замечание 1.3. Здесь используется также термин формула, более естественный для языка Математики.
Замечание 1.4. Обычно под словом понимается не всякая, а лишь конечная последовательность букв. Однако смысл конечности объекта будет раскрыт лишь в начале Этажа 3.

Замечание 1.5. Используя в определении термин "последовательность", мы подразумеваем, что буквы в слове записываются по порядку одна за другой (слева направо или наоборот). В математических конструкциях мы можем встретиться с выражениями, казалось бы, совершенно не соответствующих этому правилу, например, со следующими объектами:


[image: image2.wmf]1

 +

,  2,  () .

2

b

k

k

a

ab

fxdx

¥

-

=

å

ò

 

Однако при необходимости мы можем записать их в виде

 (a+b)/2,  ((k=1,(,2^(-k)),  ((x=a,b,f(x)),

сохраняющим первоначальное смысловое значение и согласующимся с Определением 1.2. Если мы не придерживаемся обычно в математических конструкциях указанным правилам игры, то это объясняется исключительно установившейся традицией. Однако при вводе любого текста в компьютер мы задаем необходимые символы последовательно один за другим в полном соответствии с указанной схемой.
Пример 1.2. Числовой язык. Рассмотрим десятичное представление чисел. Соответствующий алфавит включает в себя стандартные символы, обозначающие десять цифр, десятичную точку для описания дробных величин (вместо точки часто используется запятая) и знак "минус" для изображения отрицательных чисел. Словами рассматриваемого языка будут всевозможные числа. Однако наряду с естественными сочетаниями знаков, например, 23, 547.02, -0.023, мы могли бы образовать выражения типа 3.00.5, 37-1.2, 009, -000.5, 7.2300, которые как-то не хотелось бы признать допустимыми математическими конструкциями. При образовании слов числового языка договоримся придерживаться следующих правил:

1) Слово может включать в себя не более одной буквы ".", причем этот символ не может находиться в начале или конце слова, а также после знака "-".

2) Буква "-" может находиться только в начале слова.

3) Слово может начинаться с символа "0" только в том случае, когда после него стоит десятичная точка.

4) Если вслед за символом "-" находится буква "0", то после нее находится буква ".".
5) Если слово включает в себя символ ".", то оно не может завершаться нулем.

Совокупность указанных правил и составляет синтаксис рассматриваемого языка. (
Замечание 1.6. Естественно, определенный синтаксис числового языка не является единственно возможным. Так, мы могли бы не требовать выполнения последних двух правил.  Можно было бы ввести в алфавит также дополнительные буквы, например, "/" для обозначения обыкновенных дробей; десятичного порядка для записи чисел с плавающей запятой; разделительного символа "," или пробела, позволяющих рассматривать не одно, а несколько чисел; знаки арифметических операций и скобки для записи не только чисел, но и числовых выражений. Введение любого нового символа с сохранением его естественного математического смысла непременно сопровождается описанием дополнительных синтаксических ограничений.
Рассмотренный числовой язык является достаточно бедным и связан с весьма простым синтаксисом. Если же мы обратимся к какому-либо естественному языку (русскому, английскому и т.д.) или к формализованному языку достаточно содержательной математической теории, то неизбежно встретимся с достаточно сложными грамматическими правилами.
Замечание 1.7. Вопросы синтаксиса изучаются (помимо классической филологии) такими дисциплинами, как математическая лингвистика XE "лингвистика математическая" , рассматривающая формальное строение языков (естественных и искусственных), и математическая логика XE "логика математическая" , исследующая общие принципы доказательств и основания Математики. К вопросам синтаксиса относится, в частности, исследование формальных аксиоматических теорий как чисто знаковых систем. Сюда укладываются, например, многие глубочайшие результаты о непротиворечивости различных аксиоматических теорий, о совместимости тех или иных аксиом и т.д. Мы не рассматриваем эти вопросы, поскольку это не входит в наши планы.

Коль скоро мы не стали сразу вводить алфавит языка, на котором будем общаться, путешествуя по Зданию Математики, естественно, нет возможности описания конкретных синтаксических правил используемого языка. По мере введения тех или иных символов на последующих этажах (отчасти, и в заключительной комнате данного этажа) мы будем отмечать некоторые ограничения на процесс словообразования, т.е. обращаться к синтаксису.

Комната 1.3. СЕМАНТИКА

Под синтаксисом принято понимать формальные правила, позволяющие объединять буквы алфавита в некоторые блоки без учета смысла получаемых конструкций. Однако интерпретация слов и словосочетаний, изучение информации, содержащейся в языковых выражениях, относится уже к семантике. Особое значение здесь приобретает понятие высказывания.

Определение 1.3. Под высказыванием XE "высказывание"  понимается слово или словосочетание, имеющее некоторое смысловое значение в соответствии с правилами семантики и выражающее некоторое утверждение XE "семантика" .

Для описания тех или иных объектов, для характеристики их свойств, для формулировки и доказательства различных утверждений мы будем неизменно пользоваться всевозможными высказываниями, которые будут составлены из слов используемого языка в соответствии с заданными правилами и наделены некоторым смыслом. Особенностью любого высказывания является то обстоятельство, что, будучи осмысленным выражением, оно может оказаться как истинным XE "высказывание:истинное" , так и ложным XE "высказывание:ложное" . С лингвистической точки зрения высказывание характеризуется повествовательным предложением. Высказывания обычно противопоставляются повелительным, вопросительным и любым другим предложениям, оценка истинности или ложности которых невозможна.
Замечание 1.8. Выявление истинности или ложности конкретных высказываний, относящихся к той или иной предметной области, фактически и составляет предмет любой науки. Это в максимальной степени относится к любому разделу Математике. Отметим здесь теорему Тарского XE "теорема:Тарского" , согласно которой, грубо говоря, проблема истинности в каждой конкретной достаточно содержательной теории не может быть решена собственными средствами этой теории.

Замечание 1.9. Идентификация текста проходит через тройную систему фильтров. Сначала выбраковываются выражения, содержащие символы, не предусмотренные алфавитом. Затем из всевозможных наборов букв выбираются слова, т.е. выражения, удовлетворяющие правилам синтаксиса. После этого на основе законов семантики выявляются исключительно осмысленные выражения, т.е. высказывания. Последние, впрочем, могут оказаться как истинными, так и ложными. Этот процесс схематически изображен на Рис. 1.1. Дадим следующую естественную интерпретацию описанной процедуре. Предположим, что нам необходимо написать компьютерную программу для решения конкретной задачи. Прежде всего, составляется текст этой программы на основе алфавита конкретного языка программирования. Вслед за этим осуществляется синтаксический контроль, т.е. выявляются и устраняются возможные синтаксические ошибки. Программа, не содержащая формальных ошибок, вообще говоря, не обязательно будет считать (в частности, если нарушены некоторые дополнительные требования, которые можно отнести к семантике). Наконец, в том случае, когда результат все же получается, он может оказаться как верным, так и неверным в зависимости от того, действительно ли заложенный в программу алгоритм дает решение поставленной задачи.
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Рис. 1.1. Идентификация текста.

Замечание 1.10. Связь между синтаксисом и семантикой изучается в рамках теории моделей, являющейся одним из основных разделов математической логики. При этом под моделью понимается некоторая математическая структура, допускающая описание с помощью рассматриваемого языка. Так, система аксиом евклидовой геометрии без пятого постулата Евклида допускает неединственную интерпретацию. В частности, в качестве ее модели наряду с евклидовой геометрией выступает и геометрия Лобачевского.  
Пример 1.3. Простейшая арифметика. Рассматривается алфавит, состоящий из трех букв – a, b, c. Правилами синтаксиса допустимы два типа слов – простые и сложные. Простые слова состоят из всевозможных конечных наборов символа a, например, aa, aaa, и aaaaa. Сложные слова имеют вид xbycz, где в качестве x, y и z выступают простые слова. Правилами семантики мы интерпретируем простые слова как натуральные числа, равные количеству символов a, образующих данное слово. Символ b интерпретируется как сложение, а c – как знак равенства. При этом сложные слова выступают в качестве высказываний, которые могут быть истинными или ложными в зависимости от того, выполняются или нет соответствующие равенства. В частности, сложное слово aabaaacaaaaa интерпретируется как истинное высказывание 
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 а aabaacaaa – как ложное высказывание 
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В дальнейшем нам потребуются некоторые действия над высказываниями. Пусть имеется некоторое высказывание, которое мы для определенности назовем М. Выражение ( M будем использовать для обозначения высказывания, которое считается истинным тогда и только тогда, когда высказывание M ложно, и ложным, когда М истинно. Символ "("  называется отрицанием XE "отрицание" .
Замечание 1.11. Здесь мы впервые обращаемся к языку Математики. Нами использовались два символа: "M" для обозначения конкретного высказывания и "(" – для отрицания.  По отношению к формируемому алфавиту оба они будут буквами, из которых можно составлять слова. При этом согласно синтаксическому правилу выражение ( M признается допустимым (т.е. словом), а M ( – нет, вне зависимости от того, какой смысл придается символу "M". Если же под M понимается конкретное высказывание, то и слово ( M приобретает четкий смысл исходя из определения понятия отрицания, т.е. становится высказыванием. Тем самым мы уже обращаемся к семантике языка.

Предположим, что имеются какие-либо высказывания M и N. Выражение M&N обозначает высказывание, которое будет истинным, исключительно в том случае, когда оба данные высказывания одновременно являются истинными. Запись M(N используется для обозначения высказывания, истинного в том случае, когда оказывается истинным хотя бы одно из указанных высказываний. Символы "&" и "(" называются соответственно конъюнкцией XE "конъюнкция"  и дизъюнкцией XE "дизъюнкция" .

Замечание 1.12. Для обозначения конъюнкции используются также символы "(" и "(". Дизъюнкция часто обозначается символом "(". В Математике, несмотря на ее высокую степень строгости, иногда встречаются разночтения (см. также Замечание 1.16). С языковой точки зрения, это свидетельствует о наличии нескольких более или менее употребительных математических диалектов.
Замечание 1.13. Можно дать электрическую интерпретацию введенным действиям (см. Рис. 1.2). Любое высказывание при этом интерпретируется, как переключатель в электрической цепи, который может быть либо замкнут (высказывание истинно), либо разомкнут (высказывание ложно). Тогда дизъюнкция соответствует параллельному соединению двух переключателей (ток в цепи идет, если замкнут хотя бы один переключатель), а дизъюнкция – их последовательному соединению (ток идет, если оба переключателя замкнуты одновременно).
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Рис. 1.2. Электрическая интерпретация логических операций. 

Если высказывание N является следствием высказывания M, то используется запись M(N, где символ "(" называется импликацией XE "импликация" . Более строго, M(N – это такое высказывание, которое ложно исключительно в том случае, когда высказывание M (посылка) истинно, а высказывание N (следствие) ложно. Таким образом, наличие импликации означает, что из истинной посылки никак не может быть выведено ложное следствие. Если одновременно выполняются высказывания M(N и N(M, то это утверждение записывается в виде M ( N, где символ "(" называется  эквивалентностью XE "эквивалентность" .

Замечание 1.14. Для обозначения импликации используют также символы "(" и "(". Эквивалентность иногда обозначается символами "(", "(" или "=".
Замечание 1.15. Понятие эквивалентности будет использоваться в дальнейшем также в сравнительно близком, но все же несколько ином смысле – для описания отношения между двумя объектами. Так, выражение "M(N" является некоторым высказыванием, а именно, эквивалентностью двух уже имеющихся высказываний, т.е. результатом логической операцией над ними (см. последующее Замечание). Однако с другой стороны, мы можем сравнить эти два высказывания между собой и на основе подобного сравнения заключить, что они эквивалентны в том смысле, что каждое из них является следствием другого. Сравнивая между собой два объекта (высказывания), мы имеем дело с эквивалентностью как отношением на множестве высказываний (см. Этаж 2).
Замечание 1.16. В соответствии с терминологией Этажа 4 (см. Блок В) отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация и эквивалентность являются операциями XE "операция"  на множестве высказываний. Это означает, что результатом действия операции будет элемент той же природы, что и исходные объекты. В частности, отрицание высказывания само оказывается высказыванием, конъюнкция двух высказываний также будет высказыванием и т.д. При этом отрицание будет операцией первого порядка в том смысле, что одному высказыванию ставится в соответствии некоторое конкретное высказывание – его отрицание. В то же время остальные операции имеют второй порядок, поскольку связывают два исходных высказывания. Рассматриваемые операции называются логическими XE "операция:логическая" . На Этаже 2 будут определены операции над множествами, на Этаже 3 – над числами. Общая теория операций является предметом алгебры и рассматривается при изложении алгебраических объектов (см. Блок 4В). Существует естественная связь между логическими операциями и булевыми функциями. При этом булевой функцией от n аргументов понимается отображение, которое ставит в соответствие n элементам множества В, состоящим из двух значений – 0 (ложь) и 1 (истина), конкретный элемент множества В. С позиций алгебры, такая булева функция представляет собой операцию порядка n на множестве В (см. Блок 4В).
Замечание 1.17. Нетрудно убедиться, что введенные логические операции не являются независимыми, т.е. имеется возможность выразить одни операции через другие. Таким образом, мы убеждаемся, что наш алфавит является избыточным, т.е. нет острой необходимости в использовании для каждой из логических операций самостоятельного символа. Включение в алфавит "лишних" символов позволяет избежать излишне громоздких выражений в математических конструкциях. Отметим также, что мы определили лишь важнейшие из логических операций. В общем случае логическая операция представляет собой способ построения сложных высказываний из данных высказываний, при котором истинность сложного высказывания однозначно определяется истинностными значениями исходных высказываний. Одним из разделов математической логики является исчисление высказываний или пропозиционная логика XE "исчисление:высказываний" , где исследуются сложные высказывания, в частности, принципы перехода от простых высказываний к сложным с помощью логических операций без анализа структуры простых высказываний. 
Подводя итоги краткого посещения Этажа 1, дадим следующее определение языка.

Определение 1.4. Язык XE "язык"  это совокупность букв, правил словообразования и правил интерпретации высказываний.

Замечание 1.18. Следуя терминологии Этажа 2, язык – это тройка множеств, называемых алфавитом, синтаксисом и семантикой и удовлетворяющих соответствующим ограничениям. Естественно, это определение должно рассматриваться совместно с предшествующими.

Замечание 1.19. В принципе, можно "упростить" ситуацию, закрепив за каждым объектом, подлежащим описанию с помощью данного языка, отдельную букву (применительно к рассмотренному ранее числовому языку это означает, что каждое число будет обозначаться своим символом). Тогда любое слово будет состоять из одной буквы, т.е. необходимость в самостоятельном понятии "слова" вообще отпадает. При этом какие-либо правила синтаксиса, естественно, будут излишними, т.е. вторая комната этажа окажется совершенно пустой. Точно так же, излишними будут и правила семантики, поскольку каждая буква непременно будет соответствовать какому-либо объекту, его характеристике или выполняемому действию, т.е. бессмысленные выражения в подобном языке не возникают. Тем самым понятия "буква", "слово" и "высказывание" оказываются тождественными. С другой стороны, в этом случае нам предстоит держать в памяти великое множество символов и уметь идентифицировать по ним рассматриваемые объекты – задача весьма неприятная при наличии достаточно большого числа объектов и безнадежная в принципе, если предстоит оперировать с бесконечным (возможно даже не счетным) множеством понятий. Вторая крайность при определении языка связана с использованием алфавита, представленного единственной буквой. В этом случае каждое слово будет состоять из некоторого набора одинаковых символов, что и составляет весь синтаксис языка (см., в частности, представление чисел в Примере 1.3). Закрепляя за любым таким словом какой-либо объект, мы вновь избежим бессмысленных выражений, вследствие чего вновь отпадает необходимость в правилах семантики. Однако в столь грандиозном языке даже при наличии крайне малой совокупности объектов, свойств и действий предстоит работать с чрезвычайно длинными словами, что едва ли вызывает особый энтузиазм. С ростом количества рассматриваемых объектов подобный язык окончательно теряет всякий смысл. На практике, естественно, не следует впадать в крайности, и в состав языка включают не слишком большое, но и не очень малое количество букв. С возрастанием размеров алфавита появляется возможность оперировать со словами достаточно малой длины, что, конечно же, хорошо. Однако при этом растет нагрузка на наш мозг при интерпретации соответствующих текстов. Естественно, возрастают и размеры компьютерной клавиатуры с усложнением работы трансляторов.
Теперь у нас уже есть некоторый запас сил и средств. А потому мы можем смело подниматься на Этаж 2 и уверенно продвигаться вперед, постепенно пополняя свой языковой багаж. Фактически, Этаж 1 еще не в полной степени относится к Математике. Это, если так можно выразиться, служебное помещение. Настоящие жильцы математического мира обитают на последующих этажах нашего строения. Стоит ли этому удивляться – нижний этаж большого здания, как правило, не бывает жилым. 
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